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dt

d 4
IV   – czwarta pochodna funkcji )(  względem czasu 

Im(…) – część urojona 

Re(…) – część rzeczywista 

α  – kąt obrotu przedramienia [rad] 

αg – graniczna wartość kąta obrotu przedramienia [rad] 

αdane – zadany kąt obrotu przedramienia [rad] 

αmax – maksymalny kąt obrotu przedramienia [rad] 

αmin – minimalny kąt obrotu przedramienia [rad] 

 – współczynnik proporcjonalności [s] 

i – i-ty kąt [rad] 

m – gęstość tkanki mięśniowej [kg/m3] 

s – gęstość tkanki ścięgnistej [kg/m3]  

 – zmienna czasu stosowana w funkcji podcałkowej [s] 

i  – współczynnik zdrowotności i-tego fragmentu brzuśca mięśnia [–] 

i_j  – współczynnik zdrowotności i-tego fragmentu brzuśca j-tego mięśnia [–] 

mmax – maksymalne naprężenie tkanki mięśniowej [Pa] 

scmax – maksymalne naprężenie tkanki ścięgnistej [Pa] 

ix _ , iy _ , iz _  – kąty zawarte pomiędzy linią działania siły kurczącej i-tego mięśnia Pkurcz_i  

a osiami X, Y, Z [rad] 
j

HVA  – j-ta amplituda siły funkcji Heaviside’a [N] 

ais – maksymalne dodatnie i-te przemieszczenie [m] 

aiw – maksymalne ujemne i-te przemieszczenie [m] 

bHV – okres utrzymania niezmiennej amplitudy 
j

HVA  [s] 

bis – maksymalna dodatnia i-ta prędkość [m/s] 

biw – maksymalna ujemna i-ta prędkość [m/s] 

bizok – stała prędkość skurczu izokinetycznego [m/s] 

Bk_i i ikB _  – k-ty współczynnik i-tego mięśnia i współczynnik sprzężony do współczynnika 

ikB _  [–] 

cins – maksymalna siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem przyczepu 

mięśnia [N] 

cins_i – maksymalna siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem przyczepu  

i-tego mięśnia [N] 
i
kC  – k-ty stały współczynnik wyznaczony w i-tym kroku całkowania ti [–] 

cor – maksymalna siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem początku 

mięśnia [N] 
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cor_i – maksymalna siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem początku i-tego 

mięśnia [N] 

αi – i-ta różnica kątów [rad] 

l – zmiana długości mięśnia [m] 

M(t) – uchyb zależny od zmiennej czasu t [N·m]  

xij – przyrost ij-tej współrzędnej x [m] 

Di – i-ta średnica [m] 

Dsc – średnica ścięgna [m] 

e – mała liczba [–] 

eα – różnica sygnałów [rad] 

Fi
max – maksymalna siła i-tego mięśnia [N] 

Fi
max_izo – maksymalna siła izometryczna i-tego mięśnia [N]  

Fins – siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem przyczepu mięśnia [N]  

Fins_i – siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem przyczepu i-tego mięśnia [N] 

Fh
ins_i – hipotetyczna siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem przyczepu  

i-tego mięśnia [N] 

Fr
ins_i – rzeczywista siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem przyczepu i-tego 

mięśnia [N] 

Fizo – siła w skurczu izometrycznym [N]  

Fk_i – k-ta funkcja pomocnicza w i-tym modelu mięśnia 

For – siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem początku mięśnia [N]  

For_i – siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem początku i-tego mięśnia [N] 

Fr
or_i – rzeczywista siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem początku i-tego 

mięśnia [N] 

Fh
or_i – hipotetyczna siła powstająca w połączeniu brzuśca ze ścięgnem początku i-tego 

mięśnia [N] 

gi – sygnał wyjściowy i-tego nieliniowego elementu zamkniętego układu sterowania 

zachowaniem modelu mięśnia 

gw_i – i-ty współczynnik wzmocnienia [–] 

Gm – siła ciężkości struktury przedramię-ręka [N] 

G(s) – transmitancja operatorowa obiektu 

Hw, Hw1, Hw2, Hw3 – macierze lokalizacji sił wewnętrznych 

Hz – macierz lokalizacji sił zewnętrznych 

hi – długość i-tego mięśnia mierzona wzdłuż jego osi długiej [m]  

h(α) – ramię siły zależne od kąta  [m] 

hi(α) – ramię siły i-tego modelu mięśnia [m] 

Jy – masowy moment bezwładności struktury przedramię-ręka względem osi Y 

[kg·m2] 

K, K1, K2  – macierze sztywności modelu mięśnia [N/m] 

Kij – współczynnik sztywności ij-tego elementu sprężystego [N/m]  

Kk_i – współczynnik sztywności k-tego elementu sprężystego i-tego mięśnia [N/m]  

Kk
p – k-ty współczynnik sztywności elementu sprężystego dla p-tego rodzaju pracy 

mięśnia [N/m] 

kM() – współczynnik sztywności nieliniowej sprężyny skrętnej [Nm/rad] 

l (li) – długość mięśnia (i-tego mięśnia) [m]  

L – współczynnik tłumienia elementu lepkiego [N·s/m] 

L, L1, L2 – macierze tłumienia modelu mięśnia [N·s/m] 

l0 – długość spoczynkowa mięśnia [m] 

L0
m – optymalna długość brzuśca mięśnia [m] 

λ – współczynnik potęgowy [–] 

lb – długość brzuśca mięśnia [m]  
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Lij – współczynnik tłumienia ij-tego elementu lepkiego [N·s/m]  

Lk_i – współczynnik tłumienia k-tego elementu lepkiego i-tego mięśnia [N·s/m]  

Lk
p – k-ty współczynnik tłumienia elementu lepkiego dla p-tego rodzaju pracy 

mięśnia [N·s/m] 

m – masa mięśnia [kg] 

M, M1, M2 – macierze mas modelu mięśnia [kg] 

Mcom – moment kompensacyjny [N·m] 
pr

icomM _  – składowa momentu kompensacyjnego Mcom_r i-tego modelu mięśnia pro-

stownika w modelu 2D zespołu mięśni układu ramię-przedramię [N·m]  
zg

icomM _  – składowa momentu kompensacyjnego Mcom_r i-tego modelu mięśnia 

zginacza w modelu 2D zespołu mięśni układu ramię-przedramię [N·m]  

Mcom_r – moment kompensacyjny nieliniowej sprężyny skrętnej [N·m]  

Mcom_x, Mcom_y, Mcom_z – składowe momentu kompensacyjnego względem osi X, Y, Z [N·m] 

Mi – moment siły i-tego mięśnia [N·m] 

mij – współczynnik masowy ij-tego elementu masowego [kg]  

 pr
iM  – moment siły i-tego prostownika w modelu 2D [N·m] 

 zg
iM  – moment siły i-tego zginacza w modelu 2D [N·m] 

mk_i – współczynnik masowy k-tego elementu masowego i-tego mięśnia [kg]  

M(Rx_i), M(Ry_i), M(Rz_i) – składowe momentów sumy sił reakcji i/lub sił więzadeł i-tego mięśnia 

względem osi X, Y, Z [N·m] 

Mzew – moment sił zewnętrznych względem osi stawu [N·m] 

Mzew_x, Mzew_y, Mzew_z – składowe momentu zewnętrznego względem osi X, Y, Z [N·m] 

P – siła [N] 

pw, pw1, pw2 – wektory sił wewnętrznych modelu mięśnia [N] 

Pa – składowa czynna siły kurczącej [N] 

Pa_i – składowa czynna siły kurczącej i-tego mięśnia [N] 
pr

iaP _  – składowa aktywna siły kurczącej generowanej przez i-ty model mięśnia 

prostownika w modelu 2D [N] 
zg

iaP _  – składowa aktywna siły kurczącej generowanej przez i-ty model mięśnia 

zginacza w modelu 2D [N] 

Pb – składowa bierna siły kurczącej [N] 

Pb_i – składowa bierna siły kurczącej i-tego mięśnia [N] 

 pr
ibP _  – składowa pasywna siły kurczącej generowanej przez i-ty model mięśnia 

prostownika w modelu 2D [N] 

 zg
ibP _  – składowa pasywna siły kurczącej generowanej przez i-ty model mięśnia 

zginacza w modelu 2D [N] 

PCSA (PCSAi) – powierzchnia poprzecznego przekroju fizjologicznego mięśnia (i-tego 

mięśnia) [m2] 

PCSAins – powierzchnia poprzecznego przekroju fizjologicznego ścięgna przyczepu [m2]  

PCSAor – powierzchnia poprzecznego przekroju fizjologicznego ścięgna początku [m2] 

pi – i-ty splot funkcji 
w
ijP  – siła wewnętrzna generowana przez ij-ty element kurczliwy [N] 

Piz – siła przyczepu mięśnia w czasie skurczu izotoniczno-izometrycznego [N] 
w
k_iP  – siła wewnętrzna generowana przez k-ty element kurczliwy i-tego mięśnia [N] 

Pkomp – siła kompensacyjna [N] 
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k
kompP  – siła kompensacyjna w k-tym kroku całkowania tk [N] 

Pkurcz – siła kurcząca [N] 

Pkurcz_i – siła kurcząca i-tego mięśnia [N] 
r

ikurczP _  – rzeczywista siła kurczącą i-tego mięśnia [N] 

 zg
ikurczP _  – siła kurcząca i-tego zginacza w modelu 2D [N]  

 pr
ikurczP _  – siła kurcząca i-tego prostownika w modelu 2D [N] 

w
jPmax_  – maksymalna siła wewnętrzna generowana przez j-ty fragment brzuśca [N] 

Px(α1), Pz(α1) – składowa siły bezwładności względem osi X i Z zależna od funkcji α1 

Pzew – siła zewnętrzna [N] 

Pzew_rrc_i  – i-ta siła zewnętrzna obliczona z równania różniczkowo-całkowego [N] 

Pzew_urr_i  – i-ta siła zewnętrzna obliczona z układu równań różniczkowych [N] 

Pzew_i  – zewnętrzna siła działająca na i-ty mięsień [N] 

R, Rx, Ry, Rz – siła reakcji i jej składowe względem osi X, Y, Z [N] 

ri – ramię działania siły i-tego mięśnia [m] 

Rx_i, Ry_i, Rz_i – składowe sumy sił reakcji i/lub sił więzadeł i-tego mięśnia względem osi X, Y, Z [N] 

rx
R, ry

R, rz
R – współrzędne punktu przyłożenia wypadkowej siły reakcji R [m] 

max – maksymalne naprężenie mięśnia [Pa] 

s – operator transformaty Laplace’a 

si – i-ta wartość własna [s-1] 

Sins – siła odrywania w punkcie przyczepu mięśnia [N] 

sk_i – k-ta wartość własna i-tego mięśnia [s-1] 

ks  – sprzężona wartość własna do wartości własnej sk [s
-1] 

Sor – siła odrywania w punkcie początku mięśnia [N] 

t  – czas (zmienna czasu lub krok sterowania) [s] 

Δt – długość kroku całkowania, [s] 

t0 – chwila początkowa [s]  

ti – i-ta chwila całkowania [s] 

tk – chwila końcowa [s] 

tm – m-ta chwila całkowania [s] 

Vb – objętość brzuśca mięśnia [m3] 

Vi – objętość i-tego mięśnia [m3] 

WE – praca sił sprężystych układu [J] 

WL – praca sił lepkich układu [J] 

WM – energia kinetyczna układu [J] 

Wwew – praca sił wewnętrznych układu [J] 

Wzew – praca siły zewnętrznej układu [J] 

w – współczynnik wagowy [–] 

x – współrzędna lub przemieszczenie [m] 

x, x1 – wektory przebiegów przemieszczeń wyznaczonych punktów modelu mięśnia [m] 

xdane – zadane przemieszczenie przyczepu modelu mięśnia [m] 

xi_obl – obliczone i-te przemieszczenie [m] 

xi
h – i-te przemieszczenie hipotetyczne [m]  

xij – j-ta współrzędna i-tego mięśnia [m] 

xi
k – i-ta współrzędna w k-tej chwili czasu tk [m] 

xin_i, yin_i, zin_i – współrzędne przyczepu i-tego mięśnia w układzie prostokątnym XYZ [m] 

xi
r – i-te przemieszczenie rzeczywiste [m]  

xh
j_i – j-te przemieszczenie hipotetyczne i-tego modelu mięśnia [m]  

xh
j_i_dane – zadane j-te przemieszczenie hipotetyczne i-tego modelu mięśnia [m] 
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xr
j_i – j-te przemieszczenie rzeczywiste i-tego modelu mięśnia [m]  

xk_i – k-ta współrzędna i-tego mięśnia [m] 

xor_i, yor_i, zor_i – współrzędne początku i-tego mięśnia w układzie prostokątnym XYZ [m] 

xu – granica przemieszczeń dozwolonych [m] 

xWxz, yWxz, zWxz – współrzędne początkowe środka ciężkości struktury ramię-przedramię [m] 

xzi – zadane i-te przemieszczenie [m] 

y – współrzędna [m] 

yi – i-ta współrzędna pomocnicza [m] 

Ω – funkcja celu 

 

 





 

1. WSTĘP 

Obecny poziom wiedzy umożliwia analizę zjawisk zachodzących w układach złożo-

nych oraz symulowanie ich zachowania przy użyciu modelowania matematycznego. Do 

układów złożonych należą między innymi układy biologiczne, nazywane układami biome-

chanicznymi w przypadku opisania ich funkcjonowania za pomocą zasad mechaniki.  

Modelowanie zachowania złożonego układu biologicznego polega na opisaniu i po-

wiązaniu szeregu przyczynowo-skutkowych zjawisk zachodzących w tym układzie. Rodzaj 

uwzględnianych zjawisk i sposób modelowania ich zachowania zależy od doświadczenia 

i umiejętności badacza-modelarza. Uwzględnienie wszystkich zaobserwowanych zjawisk 

jest niemożliwe i w większości przypadków prowadzi do nadmiernej komplikacji modelu 

oraz braku możliwości uzyskania jego rozwiązania.  

Model matematyczny układu biomechanicznego jest zbiorem równań i (lub) nierów-

ności, które można rozwiązać metodami analitycznymi, numerycznymi lub analityczno-

numerycznymi. Za pomocą metod analitycznych można uzyskać dokładne rozwiązania 

w postaci funkcji ciągłych, ale ich stosowanie jest ograniczone do układów mniej złożo-

nych. Metody numeryczne umożliwiają uzyskanie rozwiązań przybliżonych, których do-

kładność zależy od stosowanych algorytmów i technik obliczeniowych, ale umożliwiają 

one analizę układów bardziej złożonych.  

Opracowanie modelu rzeczywistego układu biologicznego wciąż napotyka na szereg 

trudności, które wynikają z braku metody pozwalającej uzyskać aktualne dane o składo-

wych badanego układu żywego. Funkcjonowanie organów (narządów) znajdujących się 

w organizmie żywym znacznie się różni od wyodrębnionych z organizmu nieżywego 

i przechowywanych w środowisku konserwującym. W celu rozwiązania tego problemu 

podejmowane są próby tworzenia układów zastępczych o innej naturze, np. w postaci ukła-

dów elektrycznych lub pneumatycznych, które odzwierciedlają funkcjonowanie badanego 

układu biologicznego. Jednak układy te nie uwzględniają wszystkich istotnych zjawisk 

zachodzących w rzeczywistym układzie biologicznym. Innym rozwiązaniem jest stosowa-

nie modelowania matematycznego. Wymaga ono wstępnego sformułowania modelu mate-

matycznego opisującego zaobserwowany wcześniej przebieg zjawisk przyczynowo-

skutkowych w układzie biologicznym. Następnie model ten jest poddawany procedurze 

weryfikacji ilościowej i jakościowej, której wyniki są podstawą do wnioskowania o ade-

kwatności modelu lub o potrzebie jego ulepszenia (korekcji). Należy zaznaczyć, iż w prak-

tyce układ rzeczywisty można badać w bardzo wąskim zakresie, natomiast badania nume-

ryczne nad jego modelem matematycznym pozwalają znacznie poszerzyć ten zakres 

i zaobserwować zjawiska niewidoczne w trakcie badań doświadczalnych.  

Monografia jest poświęcona modelowaniu zachowania zespołu mięśni szkieletowych 

poprzecznie prążkowanych, które należą do aparatu ruchowego człowieka i pozwalają na 

wykonywanie: ruchów określanych przez świadomość lub ruchów wyuczonych (zautoma-

tyzowanych), a także odruchów nieświadomych. Przedstawiono w niej dwa nowe modele: 

model zachowania mięśnia oraz model zachowania zespołu mięśni układu ramię-

przedramię. Modele te mogą być używane zarówno do badania stanów dynamicznych, jak 

i statycznych.  

Monografia bazuje na rozprawie doktorskiej W. Wojnicz „Modelowanie i symulacja 

zachowania zespołu mięśni szkieletowych układu ramię-przedramię” [168], której  
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promotorem jest prof. E. Wittbrodt. Rozprawa została wykonana w Katedrze Mechaniki 

i Mechatroniki Wydziału Mechanicznego Politechniki Gdańskiej, a obroniona na Wydziale 

Mechanicznym Politechniki Łódzkiej.  

Monografia składa się z siedmiu rozdziałów. Rozdział pierwszy stanowi niniejszy 

wstęp. Drugi zawiera wprowadzenie do problematyki, w tym opis fizjologiczny badanych 

układów, analizę obecnie stosowanych w biomechanice modeli zachowania pojedynczego 

mięśnia oraz zespołu mięśni. W trzecim omówiono koncepcje nowych modeli zachowania 

mięśnia i zespołu mięśni w układzie ramię-przedramię, a także koncepcje sterowania nimi. 

W czwartym przedstawiono wyniki symulacji numerycznych zaproponowanych modeli, 

a także omówiono wyniki weryfikacji jakościowej. Piąty rozdział zawiera podsumowanie 

pracy. W szóstym rozdziale opisano algorytmy obliczeniowe i przekształcenia matema-

tyczne. Siódmy rozdział zawiera wykaz literatury.  

Autorzy monografii pragną podziękować prof. Dagmarze Tejszerskiej oraz prof.  

Janowi Awrejcewiczowi za cenne uwagi, które zostały uwzględnione przy opracowywaniu 

monografii.  

Obliczenia numeryczne wykonano na komputerach Centrum Informatycznego Trój-

miejskiej Akademickiej Sieci Komputerowej. 

Monografia sfinansowana została ze środków projektu badawczego nr 

3156/B/T02/2010/39, sfinansowanego przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyższego.  

 

 


